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こ の 論 文 で は,従 来smoothなProductionfunctionをもつtwo-sector
modelで うち た て られ て い た 命 題 が,そ れ よ り一 般 的 なmodelに お い て も
同 様 に 妥 当 す る こ とを 示 す 。 す な わ ち,two-sectormodelは異 な った 財 の
生 産 を 行 な う2つ のsectorを 前 提 とす るか ら,2財 のjointproduction
は,は じめ か ら考 察 の 範 囲 外 に お か れ る。 これ に反 して,以 下 に 提 示 され る
modelでは,こ の 制 約 を は ず して,2財 が 結 合 して 生 産 され る場 合 を 含 む こ
と を 排 除 して い な い 。 しか し,こ う した 一 般 化 に か か わ らず,mode1自 体 は
非 常 に 単 純 化 さ れ,従 っ て 全 体 の 見 通 しが よ くな っ た こ と は 注 目 に値 す る と
お もわ れ る 。
さ らに,two-sectormodelでは 部 門 間 のcapitalshiftabilityをexplicit
に 仮 定 して い る場 合 が 多 い が,jointproductionを含 む 以下 のmodelで
は,少 な くて も,こ の 仮 定 をexplicitにお か な い で 分 析 を 進 め る こ と が で
き る。 す な わ ち,こ こで 仮 定 され る の はa99regatemodelと同 様 に 資 本 の
homogeneityだけ で あ る 。 こ の こ とは,必 ず し も,capitalshiftabilityの
仮 定 が こ のmode1の 解 釈 の うえ で ま っ た く 不 必 要 に な る こ と を い み しな い
が,こ れ に よ っ てtwo-sectormodelのもつcrucialな制 約 の ひ とつ を 消 極
的 な 形 な が ら回 避 す る こ とに は な っ て い るで あ ろ う。
「す べ て 偉 大 な も の は 単 純 で あ る 」 とい う よ く し られ たaphorismが あ る
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が,こ こで 「偉 大 な も の 」 と い う言 葉 を 「一 般 的 な も の 」 と よみ か え て み る
と,こ のaphorismは一 般 性 の 必 要 条 件 が 単 純 性 に あ る こ と を 示 して い る 。
以 下 の 分 析 が この 命 題 のcotnter-exampleにな らな い こ とが 筆 者 の 希 望 で
あ る。
論 文 の 構 成 は 次 の 通 りで あ る。[2]で は 議 論 の 出 発 点 と してtwo-sector
modelのProduction-PossibilityFrontierを一 般 化 したP-PFrontierを
規 定 す る。[5]で は 一 般 化 され たP-PFrontierによ ってminiatureWalra-
sianmodelを定 義 す る 。[4]で は そ のmodelがshortrunの 均 衡 点 を も
つ こ とを 示 し,[5コ で は そ の 均 衡 点 がstableであ る こ と を 示 す 。[6コ で は
modelの10ngrungrowthprocessもまたstableで あ る こ と を 示 す 。[7コ
で は 一一般 化 さ れ たP-PFrontierによ っ てprogrammingmodelを構 成 し,
改 め てoptimalgrowthを分 析 す る。 こ の 論 文 の 力 点 の ひ とつ は こ の 節 の 分
析 に お か れ て い る。
な お,論 文 全 体 を 通 じて も っ と も重 要 な こ とは,こ のmodelをtwo-sector
modelに特 殊 化 した 時 に,capitalintensityhypothesisとよ ば れ る仮 定 が
お か れ て い る こ と と,demonstrationの簡 単 化 の た め に[6コ ま で は`Iabor
doesnotsaveandcapi七aldoesnotconsume'とい う仮 定 が お か れ て い る
こ と で あ る。 これ らの 仮 定 は そ れ ぞ れ ゆ る め る こ とが で き るが,こ の 論 文 で
は そ れ に ふ れ な か っ た 。 このmodel自 体 を さ らに 一 般 化 す る こ と と,そ れ
が どれ ほ どeconomicrealityを反 映 す る も の で あ るか の 検 討 は 他 の 機 会 に
ゆ ず る こ とに す る。 な お,こ の 論 文 の 原 稿 を 通 読 され て,適 切 な 助 言 を 賜 っ
た 西 川 欽 也 教 授 に 感 謝 す る。 また,藤 井 栄 一 教 授 に も お 礼 を 申 し上 げ る。 あ
り うべ き 誤 りは 筆 者 の も の で あ る こ とは い う ま で も な い 。
[2コ もwo・seCtormedelのProduction・Possibility
Froniierの一 般 化
two-sectormodelとして,Uzawa[4]が 定 式 化 した も の を 考 え れ ば,
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two-sectormodelのP-PFrontierは次 の 関 係 に よ っ て 規 定 さ れ る 。
(1ノ)C=Gc(Kc,Lo),
(2')∫=Gi(Kl,LI),
(3')K=・Kc十KT,
(4')五 盟=五〇十L1,
(5')舞ノ箭 一藷/舞 .
ここで記号の意味は次の通 りであ る。
C
J
K
鰯
Kr
Lσ
Lt
Go(・,・)
Gl(・,・)
消費財数量
投資財数量
総 資 本 量
総 労 働 量
消費財部門の資本量
投資財部門の資本量
消費財部門の労働量
投資財部門の労働量
消費財部門の生産関数
投資財部門の生産関数
両 部 門 の 生 産 関 数 はtwicecontinuouslydifferentiableで正 値 一 次 同 次 で
あ る と 仮 定 す る 。 こ の と き,う え の(1,)～(5')は す べ てpercapitaの 関
係 に か き あ ら た め る こ と が で き る 。
(1)o=Z。86(島),
(2)i==ligi.(kε),
(3)ん=lcke→-1'ん',
(4)1=lc十1ε.
(5)(9c/蕊)-h・ 一(忽/81)一一h,.
た だ し,c≡C/L,佐1/L,lciiiLc/L,li…≡Li/L,hc≡Kc/Kc,島≡Ki/Li,9e(・)
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≡Ge(・,1),9t(・)≡G・(・,1)であ る 。 さ ら に,次 の 仮 定 を お く。
93(h)>0,92(k,)>0,(
6)
8二(hc)<0,9;(ki)<0.
以 上 か ら,two-sectormode1のP-PFrontierの い くつ か の 性 質 を 導 出
す る こ と が で き る 。
(7')瓠7一 多〈・・
(8')藷1-=gi>・,
i=conSt。
(9')嘉レ81>・ ・
C=Cinst.
(1・')農1=・i ,(gG)癬藩 露冨 く・,
i==const・
(11')盤卜 瀞 謙 矯 徽 〈・,
彫=oon8t.
(12')d(藷/9i)「講 辮 編 綜窺
i,=const。
≦Oifandonlyif島 〉〈kl.
い ま,two-sectormodelで通 常 設 け られ るtrickyな 仮 定 の ひ と つ で あ る
kc>島
を 採 用 す る な らば,(12')の 符 号 はdefini七elyに負 で あ る。 この 論 文 で は,
これ に 対 応 す る仮 定 が お か れ る こ と に な る こ とは,以 下 に 見 られ る 通 りで あ
る 。
生 産 関 数 に 関 す るい くつ か の 仮 定 と(1)～(5)の関 係 は こ の よ うに(c,i,h)
空 間 に お け るP-PFrontierの性 質 をuniqueにcharacterizeして い る。
そ こで,こ れ を も っ と 一 般 的 に 考 え て,(c,i,k)空 間 の 非 負 象 限 で のP-P
Frontier
(13)o=∫(i,h)
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か ら議 論 を は じめ る こ と に し よ う。 まず,
(A1)f(・,・)はtwicecontinuouslydifferentiableであ る 。
と仮 定 す る 。 そ して,こ の(13)で あ らわ さ れ るP-PFrontierは(7')～
(12ノ)と類 似 の 関 係 を み た して い る もの と し よ う。 す な わ ち,
(7)f`〈0,
(8)fK:>o,
(A2)(10)fkiC<0,
(IDf"'〈0,
(12)ノ㌦κ<0.
経 済 的 に い え ば,(13),(A1),(A2)が 規 定 す るP-PFrontierは(1)～
(6)の規 定 す るP-PFrontierとは 違 っ て,jointproductionを含 む こ と を
排 除 して い な い 点 が 一・般 的 で あ る と考 え る こ とが で き る。 こ の こ とは 次 の 事
実 を 指 摘 す る こ とに よ っ て 明 確 に な るで あ ろ う。
two-sectormodelのP-PFrontierでは,(10'),(11'),(12')から,
勧 イ 潅一{嘉・嘉 一〔d(-gE/9i融))2-・
が な り立 つ 。 これ はSamuelson[1コの 定 理 に よれ ばnon-jointnessを示 す
もの に 他 な らな い 。 しか し,一 般 化 され たP-PFrontierに対 し て は 必 ず し
も この 関 係 は 要 請 され な い 。[1]～[6]では,
海 ・ル ー∫灘
が 定 符 号 で あ る 必 要 は な い し,[7]で は これ が 非 負 で あ る と 仮 定 され る に す
ぎ な い 。
以 下 で は,こ の よ うに 一 般 化 され た 枠 組 の 中 で,通 常two-sectormodel
で うち た て られ て い る 命 題 が ど こ まで な り立 つ か を み て 行 く こ とに す る。 な
お
(A3)f(i,k)-fi(i,k)・i-flt(i,h)・k>Ofori≧0,h≧0
とす る。 これ は 労 働 の 限 界 生 産 力 が つ ね に 正 で あ る こ と を 示 す 。
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[5]miniatureWalrasianmodofi
簡 単 化 の た め に[6]ま で,労 働 者 は 貯 蓄 せ ず,資 本 家 は 消 費 し な い,と
い う仮 定 を 設 け る こ と に す る。 こ の 仮 定 はdrasticであ る が,以 下 の 議 論 は
これ に よ っ てneatに 展 開 され る 。
い ま,ρ を 投 資 財 価 格 に 対 す る 消 費 財 価 格 の 比 とす れ ば,生 産 の 均 衡 状 態
は 次 の3式 に よ っ て あ らわ す こ とが で き る。
(13)c=f(i,h),
(14)P=-fi(i,k),
(15)か づ詔九(i,h)・k.
(15)は投 資 財,従 っ て ま た,消 費 財 に 対 す る需 要 と供 給 が ひ と しい こ と
を 示 して い る。(13)・(!4)・(15)によ っ て 記 述 さ れ て い る経 済 状 態 は ・ か
っ てSolow[2]が 用 い たtermを 使 え ば,miniatureWalrasianmode1で
あ る 。 こ こで,同 じ よ うな 経 済 的 内 容 を もつtwo-sectormodelにお け る
Uzawa[4]な どの 定 式 化 と比 べ て み れ ぽ,(13),(14),(15)の単 純 性 は 興
味 ぶ か い 。
[4コ 短 期 的 均 衡
ま ず,(13),(14),(15)のsystemを,hが 任 意 の 所 与 の 値h*>0に 固
定 され て い る場 合 に つ い て 考 え よ う。 さ て,(7),(11)に よ り
(16)f(i,h*)=0
はuniqueな 解 を.もつ 。 そ の 解 を
imax
と し よ う。 ま た,(7),(14)か ら
(17)」器 → ・〉・
で あ る 。 い ま
Pmin==1imP,
'→0
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Pmax・limク
i→'
max
と お け ば,(17)か ら
(18)0≦ クmi。<ρm。
と な る 。 こ こ で,iE[0,imax]と な るiに 対 し て
Q⑦=-fi(i,h*)・i-fk(i,h*)・k*
と い う関 数 を 定 義 す れ ば
(19)Q(0)=:-fic(0,k*)●ん*<0,
(20)Q(imax)==-fi(i,k*)・imax-fk(imax,h*)・h*>0
が な り立 つ 。 二 番 目 の 関 係 は(A3),(16)か ら従 う。
differentiableであ る か ら
(21)磐 一 一(f・'i+f・+f・・i・k・)〉・
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Q(のはあきらかに
を う る。(19),(20),(21)が示 す 関 数Q(の の 形 状 は 第1図 の よ うに な る。
従 っ て,kが 任 意 の 所 与 の 値h*>0に 固 定 さ れ て い る時 は,0<i`'<im。x
を み た す あ るi*がuniqueに 存 在 して
(22)Q(づ*)=0
と な る。 次 に
(14,)it)*==一プ㌃(i*,ん*)
と定 義 す れ ば,(22)は
(15ノ)iP*・i*一丑(i*,k*)・h*
と か き か え る こ とが で き る。 さ らに
(13ノ)6*=ノてi*,ん*)
と定 義 す る。 これ らの(13ノ),(14'),(15')はhが 任 意 の 所 与 の 値h*>0
に 固 定 され て い る 時 に,(13),(14),(15)をみ た すuniqueな解(c*,弛 ρ*)
が 存 在 す る こ とを 示 して い る。 こ こ で,0<i*<づm。。 と(18)か ら
Pmi。<P*<P皿。。,
c*>0
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弄・ゼm。一ル ゐ* 一
一 五 ・・た*
0 歪* 3max ゴ
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と な る こ とは 容 易 に わ か る。 以 上 を ま とめ て,次 の 定 理 を う る。
存 在 定 理(m;n;afureWalrasianm。del):(A1),(7),(8),(11),(12),
(A3)が な り立 って い る も の と す る。 そ の 時,任 意 の 所 与 のk*>0に 対 し
て(13),(14),(15)を満 た すuniqueな解(c*,'*,p*)が存 在 して
c*>0,
i*>O,
Pmi。<P*<Pm。x
と な る。
[5コWalrasianTetonnOfnent
前節でその存在がた しかめ られた,(13),(14),(15)によってあ らわ され
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るsystemの 短 期 的 均 衡 がstableで あ るか,ど うか を 検 討 して お こ う。 そ
の た め に,伝 統 的 思 考 法 に従 っ て,つ ぎ の よ うな 七atonnementを考 え る。
(23)峠 為・-i'
これは投 資財 に対す る超過需要が正 な ら 少は上昇 し,そ れが負な ら ρは
下落す ることを示す。 この場合
力mi。<少くクm。 ・
し
で あ るか ぎ り,わ れ わ れ のdynamicsystemを 構 成 す る 方 程 式 は(13),
(14),(23)の三 本 で あ る。 こ のsystemで は,市 場 で さ け ば れ る投 資 財 の
数 量 は(13)をiに つ い て と く こ とに よ っ て え られ る 。 す な わ ち
(14)ク 一ー一f`(i,h)
を み た す よ うにiが きめ られ る 。fi(・,・)の性 質 か ら,(14)はhを 任 意 の
所 与 の 値k*>0に 固 定 した 時 にiに つ い てuniqueに 解 く こ とが で き る 。
そ れ を
(24)i=i(1))
とか く こ とに し よ う。 こ こで
砺1
痂=一 万>o
で あ る 。 次 に
P≧lbm。x
の 時 は,pは(c,の 平 面 のP-PFrontierにお い て,点(O,imax)のcone
ofoutwardnormalsに属 して い る こ とに な る の で,(14)のimplicationを
一 般 化 して ,こ れ を,そ の 点 のconeofoutwardnormalsl'こヵ が 属 す る よ
うなiの 値 が え らぼ れ る とい うruleを あ らわ す も の と考 え よ う。 そ うす る
と,こ の 場 合 はiの 値 と してim。。 が え らば れ る こ と に な る。 同 様 に 考 え て
P≦少mヨ、
な らば
i-o
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とな らなければな らない。
そ こで,わ れわれ のdynamicsystemは次の よ うに縮約 され る。
(25-1)φ一 夢 ん・-i(P)
(25-2)袴 ん・-im・x
(25-3)袴 ん・
さて,関 数R(P)を
ifPmi。〈P<Pm。 。,
iff》max≦f),
if二≠)≦Plllin.
姦〔づ(ρ),ん*]・ん*「 ク・ゴψ)
に よ っ て 定 義 し よ う。 こ の 時
(26)R(p)==fiC(0,k*)・k*>Oifp≦lbmin,
(27)R(p)==fiC(imax,k*)・h*十f`(imax,h*)・imax<OifPmax≦1り
で あ る 。 二 番 目 の 関 係 は(A3)と(16)か ら従 う。 さ らにR(p)は あ き ら
か にdifferentiableであ る か ら
(28)器論 劣 ん・-i一鵜 く・
と な る。(26),(27),(28)が示 す 関 数R(p)の 形 状 は 第2図 の よ うに な
る 。
従 っ て,R(ρ**)-0か つPmi。<P**<Pm・。 とな る あ る が*がuniqueに
存 在 して,(25)を 考 え れ ぽ
　
f)>oifjピ)<ノ)**,
(29)P==oif2り=1)**,'
1)<oifj6)>f)**
と な る 。 よ く し られ て い る よ うに,(29)はp**がgloballystableで あ る
こ と を 示 し て い る 。 さ らに,p**,i**-i(p**,k*),o*"一f(i**,h*)が(13),
(14),(15)を み た す こ と は 容 易 に わ か る 。 そ こ で,(13),(14),(15)の 解
のuniquenessに よ っ て,が*=p*,i**・=i,c**=cで な け れ ば い け な い 。 以
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上 を ま と め て 次 の 定 理 を うる 。
安 定 性 定 理(短 期)・(A1),(7),(8),(11),(12),(A3)がな り 立 って
い る も の と す る 。 そ の 時,kを 任 意 の 所 与 の 値k*>0に 固 定 す れ ば,(14),
(15)を満 足 す るP*>0が 存 在 して,(25)に よ って 示 さ れ るtatonnement
pr。Cessは,初期 条 件 が ど ん な 値 で あ ろ う と,p*に 漸 近 的 に 接 近 す る 。 す な
わ ち,p*はgloballystableであ る 。
[6]長 期 的 均 衡
これ までは んが任 意の所与 の値 に 固定 されてい る場 合について考 えて来た
が,こ の節では この仮定 をゆ るめ ることに しよ う。 い ま,μ を資本減 耗率,
"を 労働量 の成長率 とすれば,よ くしられ てい るよ うに,ん の変動は次の微
分方程式に よってあ らわ され る。
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ゐ づ(30)一万 一万 一(μ+n)・
こ こで ゴは'
(14)P=一 ノ1(i,ん),
(15)P・i・=fiC(i,k)・h
を み た す よ うに 決 定 さ れ る。 す な わ ち,こ こで 考 察 さ れ るsystemは これ ら
の(30),(14),(15)とP-PFrontierを記 述 す る(13)の4本 の 方 程 式 に
よ っ て あ らわ され る 。[4コ で 示 した よ うに,(13),(14),(15)は任 意 のk
に 対 してuniqueなiを 決 定 す る。 そ れ を,hをexplicitに示 して
i--i(k)
とあ らわ せ ぽ
(31)藷一一1嬬 轟携 た)
が え られ る。(14),(15)から
(32)撃一一辮 …2]
が任意 のhに 対 してな り立つ。そ こで,(31),(32)を考 えれば
(33)a(響厘 一二 締;聖 素;纏晦 く・
がえ られ る。ゆえに
・… 囎 樂 】,
・m血一ガ 警)
とお け ぽ,(33)に よ っ て
レmi皿くVmax
で な け れ ば な ら な い 。 こ こ で
Pmin<μ十n<Vmax
で あ れ ば,第3図 に 示 す よ うに,(33)に よ っ て,あ るh*>0がuniqueに
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歪(々)
一_r
ん
/`十η
一
,
咀
ん* た
第3図
存在 して
¢(ん*);μ 十 π
ん*
と な る 。 こ のh*をbalancedcapitallaborratioと よ ぽ う。(30)か ら
k>Oifh<h*,
(34)k==oifh=h*,
h〈oifk>h*
と な る こ とは 容 易 に わ か る 。(34)はh*がgloballystableであ る こ とを 示
して い る。 以 上 を ま とめ れ ば 次 の 定 理 を う る。
安 定 性 定 理(長 期)・(Al),(7),(8),(10),(11),(12)がな り 立 って
い る も の と す る 。 そ の 時,も しbalancedcapitallab。rrati。k*>0が存 在 す
る な ら ば,(39)で あ ら わ さ れ るgr。wthpr。ces5は,初期 条 件 が ど ん な 値 で
あ ろ う と,k*に 漸 近 的 に 接 近 す る 。 す な わ ち,k*はglobattγ5tableであ
る。
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[7コ 。歯malgr。w砧 ㎜dd
Positivegrowthを分 析 す るtwo-sectormoda1はSrinivasan[3],Uzawa
[5]ら に よ っ て,optimalgrowthを分 析 す るmodelに 組 み か え られ て い
る。 わ れ わ れ も,こ れ に な ら っ て,こ れ ま で のmodelをoptimalgrowth
を 分 析 す る こ とが で き る よ うに 組 み か え る こ とに し よ う。 あ らた め て,次 の
よ うなprogrammingmode1を考 え る。
(35)m・x∫勧4あ
subjectto
(13)6=ノ「(i,ん),
(30)h=i-(/1十n)k.
こ こで,ρ>0は 割 引 率 で 一 定 とす る。 これ らの 方 程 式 に つ い て は,そ れ
らがSrinivasan[3],Uzawa[5]らのmodelの わ れ わ れ のtermに よ る
表 現 で あ る こ と を 指 摘 す る 以 外 に 多 くを 語 る必 要 は な い 。 実 際,経 済 的 な 意
味 に お い て は,こ のmodelはjointproductionを許 す とい う点 を 除 け ば,
彼 らの もの と 同 じで あ る。 しか し,そ の 一 般 性 に か か わ らず,modelの 表 現
自 体 が 非 常 に 簡 単 化 して い る点 を 注 意 す べ き で あ る 。 こ こで,次 の よ うな 仮
定 を あ らた に 設 け る こ とに す る 。
(A4)f(・,・)はconcaveであ る。
(A5)1imfiC(0,h)=十〇〇,奮→O
limfiC(0,k)=0.
滝→ 十〇〇
(A6)f(i,h)一・Oのiに 関 す る 解 を
φ河m。x(k)
と す る 。 そ の と き
(i)imax(0)一一〇,
(ii)勘 蓋 嘱 ん)一+…
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(iii)憩..蓋鰍 ω 一・
が な り立 つ 。
仮 定(A4)に よ っ て,Hessianma七rix
H一α1薇〕
はnegativesemi-definiteと な る 。 従 っ て
detH=fi`・fiCiC-fliC≧0
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と な る。 仮 定(A5),(A6)はf(・,・)に 関 す るや や き つ い 制 限 で あ るが,
これ らに よ っ て 議 論 は 見 通 しが よ くな り単 純 化 さ れ る。 これ らの 仮 定 を お
と して,議 論 を 一 層mathematicalにsophistica七eする こ と もで き るが,
modelの本 質 的 特 徴 は これ らの 仮 定 に よ っ て 損 わ れ る こ と は な い 。
存 在 定 理(。ptimalgr。wthmode1)1(A1),(A2),(A4),(A6)がな り
立 って い る と す る 。 そ の 時,tの あ るC。ntinu。Usfunctionp(t)が存 在 して,
(13),(30)を満 た す(i(の,k(t))に対 して
(蕊)P(')==(λ十ρ)P(t)一ノ}['(t),k(t)],(λ==μ十n),
(訂)lim〃 ⑦ ・ビ ρLO
t→oo
を 満 足 し,か つ
(38-1)ガ[i(t),k(t)]+、P(t)-OifO<i(t)<imax(k(の),
(se-2)f`[i(の,k(のコ十P(t)≦Oifi(t)一・O,
(詣 一3)∫['⑦,k(の コ+P(t)≧Oifi⑦ 一im。x(k⑦)
が な り 立 ち,さ ら に
(駒)あ る 〆≧0に 対 し てi(〆)¥im。x(k(t'))であ る と き,
i①=im。x(k(の)と な るt>〆 は 存 在 し な い 。
な ら ば,(i(t),k(t))は(35),(13),(30)のuniqueoptimal5。tvti。nであ
る 。
こ の 定 理 は(A1),(A2),(A4),(A6)の 下 で,(36)～(39)を み た す
ら
一74一 商 学 討 究 第18巻 第2号
p(t)の存 在 が(35),(13),(30)のoptimalsolutionの十 分 条 件 で あ る と い
う こ と を 述 べ て い る が,逆 に(36)～(38)はoptimalsolutionの必 要 条 件 で
もあ る 。 実 際,そ の こ とは,例 え ぽ,Pontryagin'sMaximumPrincipleを
(35),(13),(30)に適 用 して み れ ぽ 容 易 に わ か る 。
定 理 の 証 明 ・まず,(A2)に よ っ て
(4・)蓋 娠(k)==一券 〉・・
(41)轟 蝋 ん)一一[(海・(一奏)+f・…)'f`+f…(廊・(妾)一海)]〃1〈・
が な り立 つ こ とを 注 意 す る 。 い ま,補 助 微 分 方 程 式
(30')S・・im。x(5)-2,S
を 考 え れ ば,(A6),(40),(41)か ら
im。x(S*)一一λS*=・O
と な る あ るS*>0がuniqueに 存 在 して,(30')の 解S(t)はS*でglobally
stableであ る 。 よ っ て,集 合
M(S(0))={S(釧0≦彦<。Q}
は ど ん な 初 期 条 件S(0)≧0に 対 して も有 界 で あ る。(30)と(30')を 比 較
して
k(0)-S(0),
0≦i(の≦im。x(k(彦))
で あ る こ と を 考 え れ ば
k⑦ ≦s(の
を う る。 実 際,あ るt'>0が 存 在 して,k(t')>S(の とな っ た とす れ ぽ,あ
る 開 区 間
T=(tt,t2)
が 存 在 して
k(ti)-S(tl),h(ti)==S(tl),
k⑦>s①,tεT
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と な ら な け れ ぽ な ら な い 。 こ こ で,h(の>s(の の 可 能 性 は
k(ti)-i(彦、)一λh(t、)≦im。。(h(t、))一λk(t、)=・S(t、)
か ら否 定 さ れ る 。 い ま,一 般 性 を 失 な う こ と な く,k(ti)・S(ti))FOと仮 定 す
れ ぽ(k(の 一5(ti)一=Oならば,h(t)-S①==S(ti),t≧t、カミ解 と な る),Tの
部 分 区 間T'・.(tl,ち)を適 当 に え ら ん で
sign(h(t))==sign(S(t)),t`Tt,
s(彦)=h(t),tSFt,t,tETt
と す る こ と が で き る 。 さ て
A-{(t,h)ih(彦1)≦h(の≦k(彦)},
B・={(t,5)IS(の≦S(の ≦5(の}
と お く。 い ま,オ の 任 意 の 点(',の に 対 し て
s(t)一=k(の
ム
とな るBの 点(t,S)を対 応 させ ることにすれ ば,こ の対応は1-1の 対応
であ る。す なわ ち,Aの 任意の点 に対応 してBの ある点がuniqueに定 ま
り,そ の逆 も成 立す る。 ところで,こ の対応 の構成 か ら集合A,Bの すべ て
ム
の 対 応 す る1対 の 点(t,h),(t,s)に対 して
　 　 タ
k(t)≦s(t)
で あ る 。h(ti)=S(のを 考 え れ ば,こ れ は
み
h⑦ ≦5(彦),tE[t1,t]⊂T
を 意 味 す るか ら矛 盾 で あ る 。
よ っ て,集 合
M(h(0))一{k(t)IO≦t〈。。}
は ど ん な 初 期 条 件k(0)に 対 して も上 に 有 界 で あ る。 さ て,i(t),h(の を
(13),(30)をみ た す 任 意 の 解 とす る 。 さ らに,iO(t),kO(t),po(彦)を(13),
(30),(36),(37),(38),(39)をみ た す 解 と し よ う。 こ こ で,h(0)-ko(0)
とす る。 そ うす る と,以 下 が 従 う。 な お,以 下 で は,特 に 必 要 が な い か ぎ り
砲)な どか ら'を お と して,つ な ど と表 示 す る。
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f(iO,hO)一∫(i,k)
r戸(iO・hO)一∫(i・h)-fl・(io--i)一一f塾・(kO-h)+fl・(io--i)+f2・(kO-h)
=A(の 十f2・(iO一の 十Rメ》o(kO--h)十ρpo(hO-k)一一i)o(hO--h)((36)に よ る)
-B(t)一一クO・(iO一の+λPO(hO-h)+(∫1+PO)・(iO-i)
=B(t)-PO・((iO-一λhO)一(i--7,k))+(fe十PO)・(io--i)
=B(t)一一po・(kO-h)十(f9十1)o)・(io一の .((30)に よ る)
ここで
f2--f,(iO,hO),f鬼・-fic(iO,kO),
A(t)=f(ie・kO)一∫(i,h)一∫1・(iO-一一i)一f島・(hO-h),
B(の=ノ 望(の十 ρ1≠)0●(kO一ん)-POo(hO-一ん)
で あ る 。 そ こ で
{f(iO,hO)一一ノ(i,h)}・e一ρ`
-A(の ・・一・e--81F{P・・e-・t(h・一 ん)}+(f2+lb・)・(i・-i)・一・・
を う る 。(A4)に よ っ て
A(彦)・θ一ρt≧o
と な る か ら
∫1沼(の ・・一・・at≧・
を う る。 また,M(k(0))が 上 に 有 界 で あ る こ と とhO(0)一・k(0)を考 慮 す れ
セま,(37)セこよ り
一∫1〔£{P… 一…(h・一為)}}彦
一[一 ρo・e'P`・(hO一ん]♂≧0
を う る 。 最 後 に,(38-1),(38-2)が な り立 っ て い る 時 は,あ き らか に
(fl+po)・(づo一の ・e}pb≧0
と な る 。(38-3)が な り立 っ て い る 時 は
t==sup{tliO(t)==im。。(kO(t))}
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と定 義 す れ ぽ,(39)に よ り
(42)io(t)=imax(kO(の),tE[0,の
と な らな け れ ば な らな い 。 実 際,も し,あ るtlE[o,り が 存 在 し て
i('、)キづm。x(k(彦、))
と な っ た とす る と,tの 定 義 か ら,t、<〆 か つt'E[0,の と な る あ る 〆 に 対
して
i・(〆)-imax(んo(〆))
と な るが,こ れ は(39)に 矛 盾 す る。 そ こで,微 分 方 程 式
んo(の一im。x(hO(の)一一RhO①,
ん⑦=づ ① 一 λん(の
と
hO(0)=・h(0),
0≦i(の≦im。x(h(の)
を 考 え あわ せ る と,(42)が な り立 て ば,は じめ の 方 で
h(t)≦s⑦
が な り立 つ こ とを 示 す 時 に 使 っ た 論 法 と 同 じ論 法 を ふ た た び 使 え ぽ
h(の≦ka(t),tf[0,の
が え られ る 。 ゆ え に,(13)に よ り
(43)i(の≦im。x(hO①)==io(彦),tc[O,t)
が え られ る 。(43)に よ り,(38-3)がな り立 つ 時 も
(∫1+po)・(iO-i)・e'pe≧0
を うる。 よ っ て
∫1(f2+po)・(iO-i)・e-・'dt≧・
である。以上をまとめれぽ
∫1儂 んo)-f(i,h)}・e-ptdt≧・
がえ られ る。 ゆえに
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∫豚鋤 ・幽 ≧∫豚齢)・湘
と な る 。 こ れ は,(io(t),ko(t))が(35),(13),(30)のoptimalsolutionで
あ る こ と を 示 す も の に 他 な ら な い 。 こ のoptimalsolutionはuniqueで あ
る 。 実 際,も し,あ るt'`〔0,。。)が あ っ て
zD(〆)≒i(〆),hO(t')≒k(の
で あ り,か つ
∫1{f(iO・hO)-f(i・k)}・e-・・at-・
と な る な ら ば
f[i(t'),h(の]イ[i①(t),hO(の]+弄[io(t'),hO(の]・[i(t')-io(の]
十fk[io(ti),hO(t')コ・[h(t)-hO(t')]
が な り立 た な け れ ぽ な ら な い 。 と こ ろ で,こ れ が な り立 つ た め に は
♂∈{ili==θzO(t')十(1一θ)i(t'),0≦θ 1},
k'E{h!k=θkO(t')十(1-0)h(〆),0≦θ≦1}
と な る 任 意 のi',々'に対 し て,f(i',h')はlinearであ る か,ま た は,concave
で は あ りえ な い 。 前 者 な ら ば,(A2)の(10)～(12)に 矛 盾 す る し,後 者 な
ら ば(A4)に 矛 盾 す る 。 ゆ え に,oPtimalsolutionはuniqueで な け れ ば
な ら な い 。(証 明 了)
以 上 の 存 在 定 理 に よ っ て,(35),(13),(30)のoptimalsolutionを も と
め る こ と は
(30)ん==i-Zk,
(36)∫)==(A十 ρ)コう一ノ篇(鶴ん),
(37)limp.e一 ρt=:o,トシカ
(38-1)ノ亀(i,k)一トメ)==oifO<i<づmax(為),
(38-2)ノ亀(i,h)十i)≦Oifi=0,
(38-3)ノ;・(孟k)十1)≧Oifづ露iMEtK(ん)
を み た す(i(t)・h⑦,P(の)の 中 で,(39)を 満 足 す る 解 を も と め る こ と に 帰
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着 す る 。
さ て,ま ず,最 初 に
o<i(の〈imax(h(t))
が な り立 って い る場 合 に つ い て 考 え よ う。 こ の 時 は(38-1)に よ り
(44-1)f,[i(の,ん(彦)]十2ウ(の=0,
(44-2)i(の>0,0(の>0
と な る。[5]の 議 論 と同 様 に
(44')fi(i,h)+汐一一〇
を,づ に つ い て と い て,そ れ を
づ詞(ρ,ん)
とあ らわ す 。 従 っ て,(38-1)が な り立 つ 場 合 のkとpの 動 き は
(45)ん=i(f),ん)一λ々 ,
(46)f)==(λ十ρ)P-fiC[i(コう,h),為]
とい う微 分 方 程 式 に よ っ て あ らわ さ れ る。 こ こ で
∂ゴ1
砺=一 ヲ万>o・
嘉 一一秀 く・
と な っ て い る こ と に 注 意 し て お こ う。 と こ ろ で
o<ゆ,h)<im。x(h)
で あ れ ぽ,(11)に よ り
一fi(o,h)<一fi[i(P,h),k]〈-fi(im。。(h),h)
が な り 立 ち,他 方,(12)に よ り
ゐ(o,h)〉九[i(P,h),h]〉五(im。x(h),h)
が な り立 つ 。 よ っ て,(7)を 考 慮 す れ ば,こ れ ら の 関 係 か ら
(47)一 プ鳥(0,h)/T,,(0,ん)〉_ノ晃[i(1),ゐ),為]/f`〔i(メ),k),為]
〉 一姦(imax(h),h)/f`(づm。x(h),h)
を う る 。(A5),(12)に よ り
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lim(-fiC(0,ん)/tfi・(0,ん))=十〇〇,
ic→O
lim(-fiC(0,ん)/f`(0,h))-O
i→ 十 ◎Q
と な る。 ま た,(A6)に よ り
鵯(一 鼠 づm。x(k)・のμ(嘱 為),ん))囎 蓋 づ…(の 一+…
緊 一ム(im。。(h),の漁 …(ん)・ん))迎 。.畜…(ん)一・
と な る 。 従 っ て,適 当 にiを え らべ ば,i,h,Pが(44')を み た す 任 意 のh,
pに 対 し て,す な わ ち,p`(-f`(O,k),-fi[im。x(k),h])とな る ♪ に 対 し て
(48-1)1im(_fiC[i(p,h),h]/f,[i(lb,k),h])=十〇〇,髭→0
(4・8-2)lim(一 ∫ヒ[i(1),h),k]/IJFil[i(1),h),h])=0
配→ ◎Q
と な ら な け れ ば な ら な い 。 い ま
Q,(汐,h)='i(P,h)-2,k,
Q2(コう,ん)==(1十ρ)1)一ノ泌[i(メ),k),h]
と 定 義 し よ う。 こ の と き,方 程 式
(49)Q1(プ),為)=Q2(f),h)==0
はuniqueな 正 解 値 を も つ 。 実 際,(49)を か き か え て み れ ば
(5・)z+ρ一一驚 鋼 ・
(51)i(汐,h)一一Ak
とな る 。 適 当 にi,hを え らべ ば,i・k,pが(44')を み た すp,hの 中 に,
(48)によ り,(50)を み た す もの が 存 在 す る 。 い ま,そ のP,kの 関 係 を
h-=k*(p)とか く こ とに す れ ぽ,簡 単 な 計 算 に よ っ て,(A4)か ら
(52)劣一(鈷離 鎗 ≦・
と な る こ と を た しか め る こ とが で き る 。(A6),(40),(41)から
z+ρ一幾ll綾i馨…暮1一蓋 紬 ・)
とな るuniqueなkl*>0が 存 在 し,(47)に よ り
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hl*<h*(p)iffi(i,k*(♪))十∫)・=Oandi>O,c>O
と な る 。 ま た,同 じ く,(A6),(40),(41)か ら
im。(kl*)>2,hi*
が な り立 つ 。 他 方,(A4)に よ り
λ+ρ一一織ll
と な るuniqueなk2*>0が 存 在 し,(47)に よ り
k*(少)<h2*if/1σ,h*(p))十1)=・Oandi>0,c>0
と な る 。 い ま
E(♪)=づ(lt),h*(少))一一λh*(少)
と い う関 数 を 考 え て
P且*==-f"(im。x(kt*),k1*)
と お け ば
limh*(P)・=kl*,
P→Pl*
limi(P,h*(ク))=imax(為1*)
P→Pl*
と な り,ま た
f)2*===-f'(二〇,h2*)
と お け ば
limk*(P)・・h2*,
P→P2*
limi(P,k*(P))=O
P→1)2*
と な る か ら
limE(P)>0,
P→Pl*
limE(少)〈O
P'pa2*
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で あ る 。(52)か らi(p,k*(ク))はpの 単 調 増 加 関 数 とな る ゆ え,E(p)も
pの 単 調 増 加 関 数 で あ る。 よ っ て,あ る が`(p2*,Pi*)がuniqueに存 在 し
て
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E(P*)==o
と な る 。 す な わ ち,k*(P)を(51)に 代 入 したPに 関 す る方 程 式 は 解 を も
つ 。15*>0は あ き らか で あ る 。
ん*=ん*(ρ*)
と お け ぽ,(h*,ρ*)は(49)を 満 足 す る 。 さ て
∂Q1 ∂Q2>0
,>O,∂ρ ∂ρ
馨 〉・,讐 ≦・
で あ る か ら,implicitfunctionの存 在 定 理 に よ っ て
Q1(P,h)-0
は
♪-qi(le),
49i>0
,融
Q1(91(k),h)=0
と な る 関 数9i(・)を,ま た
Q2(少,h)・・O
は
P・=・92(h),
繋 ≦・,
Q2(92(k),k)-0
と な る 関 数g2(・)を 定 義 す る。 以 上 の 議 論 を ま と め れ ぽ,(45),(46)の微
分 方 程 式 に よ っ て あ らわ され るk⑦.P⑦ の 動 きは,第4図 の 矢 印 の 曲 線 の
よ うに な る 。
い ま,こ れ らの 解 の うち で,(37)を 満 足 す る もの,す な わ ち
(h(t),P①)→(h*,が)ast→。。
と な る ん(の と 少(の か ら'を 消 去 した もの を
ρρ寧
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クー乃(々)
とあ らわ す こ とに し よ う。 あ き らか に,h(・)はuniqueな 関 数 で,か つ
励一 ≦0
融 『
で あ る 。 こ こ で
(53)h(ん)一 一fi(imax(の,ん),
(54)h(h)一 一f`(O,h)
は い ず れ も解 を も つ も の と し,(53)の 解 をhl**,(54)の 解 をk2**と す れ
ば,こ れ らはuniqueで,か つ
0<ん1**<ん2**
と な る 。 ま た
P皇**一一f`(imax(hl**),ht**),
P2**'・-f`(0,h2**)
と お く 。 さ て,与 え ら れ た 初 期 条 件le(o)>oが
h(0)<hl**
と な っ て い る 時 は
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(55-1)i(t)'==im。x(k(t)),
(55-2)h(t)==i(t)-2k(t),
(55-3)t・*・'一∫1:::講 一 λゐ・
(55--4)P(t)一=e-(X+P)(tl**-t・{∫窪[imax(h(s)),h(・)]・
押 脚 蜥 緋}
を み た すk(t),久 の を 考 え れ ば,hi*の 定 義 か ら,あ き らか にhi**<kl*で
あ る か ら,(A6),(40),(41)を考 え れ ば,k(t)<kl**であ る か ぎ り
h⑦>0
で あ る。 また,ク(の は(36)を み た し
P(tl**)・=Pi**
と な る。 さ らに,h①>ki**で あ れ ば
一fi[im。x(ん(彦)),ん(のコ〈Pi**
と な るか ら,i(t)=im。x(h(t))のと き,P① が み た さ な け れ ぽ な らな い 条 件
が な り立 つ 。 す な わ ち
'P(t)〉 -fi[i_(h(の),h(の],t・[O,tl**)
で な け れ ぽ な らな い 。 実 際,も し,あ るtc[0,t**)に対 し て
少(')≦晒[_(ん(の),ん(')]
で あ れ ぽ,t・=tl**でlb(t)==2bi**とな るた め に は,あ るt'c[0,tt**)があ っ て
　
f'(〆)>O,
少(")≦一弄[づ_(ん(〆)),ん(〆)]
と な らな け れ ば な らな い が,(A6)に よ り
λ+ρ<一驚 継 …鵬 ヨ・'・[姻
であるか ら
P(の一(λ+ρ)P(ノ)一五[づm。x(ん(の),ん(彦')]
≦(Z+ρ){一弄[i_(ん(〆)),ん(〆)]一五[づ_(ん(〆)),ん(〆)]〈0
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と な っ て 少(の>0は 不 可 能 で あ る 。 ゆ え に,(55)を み た すk⑦.P(t)は
(30),(36),(38-3)の解 で あ る 。
同 様 に 考 え る こ と に よ っ て
h2**<h(o)
の 時 は
(56-1)i(の一 〇,
(56-2)h(の=i(の 一lk(t),
(56-3)'・**一 ÷1・9翠 ～,
(56-4)P(の 一 ・一・A+・…t2**-e){∬ 観(・ ・h③)・e・A+・)(t2'"一・・a・+P・**}
が(30),(36),(38-2)の解 とな る こ と を 容 易 に 示 す こ とが で き る 。
そ こで,以 上 を ま と め て,(30),(36),(37),(38)の解 は 以 下 の よ うに
な る 。
k(0)<kl**であ れ ぽ,0≦t<tl**なる'に 対 して は(55)を 満 足 す る(p(t),
ん(の),が*≦≠な る 彦に 対 して は
h(tl**)==h1**,
ク(tl**)=h(k(t】**)),
ρ(彦)=戻ん(の)
と な る(lb(t),h(t))は(30),(36),(38)をみ た す 。 こ の 少(彦)が(37)を
み た す こ とは あ き らか で あ る。
h2**<h(0)であ れ ぽ,0≦t<彦2**なる 彦に 対 して は(56)を 満 足 す る(p(t),
々(の),あ**≦彦な る ∫に 対 し て は
ん('2**)一ん2**,
P('2**)-h(ん('2**)),
ρ(t)=h(k(t))
とな る(P(t),h(t))は(30),(36),(38)をみ た す 。 こ の ク(t)が(37)を
み た す こ とは あ き らか で あ る。
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以 上 の 解 が(39)の 条 件 を み た す こ と と,こ れ が(30),(36),(37),(38),
(39)をみ た す た だ ひ と つ の 解 で あ る こ とは 容 易 に わ か る 。 す な わ ち,こ れ
は(13),(30)の 拘 束 の 下 で(35)に 最 大 値 を 与 え る。 この 解 を 図 で 示 せ ば
第5図 の 太 い 矢 印 の 曲 線 の よ うに な る 。 以 上 か ら次 の 定 理 を うる。
安 定 性 定 理(。ptimalgr。wthm。del)1(Al),(A2),(A4),(A5),(A6)
が な り 立 って い る と す る 。(1)kl**が 存 在 して,k(0)〈k1**で あ れ ば,
。ptimalpathではk(t)が 増 加 してki**に 達 す る ま で 投 資 財 の 生 産 の み が
行 な わ れ る。k(t)がki**に 到 達 した あ と は,。ptimalpathでは 投 資 財 と
消 費 財 の 生 産 が 行 な わ れ,k(t)は 漸 近 的 にk*に 収 束 して 行 く。(皿)k2**
が 存 在 して,k2**<k(O)であ れ ば,。ptimalpathではk(t)が 減 少 してk・**
に 達 す る ま で 消 費 財 の 生 産 の み が 行 な わ れ る 。k(t)がk2**に 到 達 し た あ
と は,optimalp。曾hで は 投 資 財 と 消 費 財 の 生 産 が 行 な わ れ,k(t)は 漸 近 的
に 研 に収 束 して 行 く。
♪
,II
〆
策二
貞覧事 寧 飢 甲 た
第5図
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